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HAMURCU VE ARNOLD’UN KEDISI TRANSFORMASYONLARINDA
KARSILASILAN PARADOKSAL BULGULARIN INCELENMESI

Cahit OZGUR'  Atilla KILICARSLAN' Ulas G. YUKSEL'

OZET:

Hamurcu transformasyonu diye bilinen ve uzat, kes ve katla algoritmasimin tipik bir 6rnegi olan
iteratif déniisiim acayip c¢ekicili klasik bir kaotik modeldir. Kaotik karakter yoriinge boyunca 8 -10
kademelik bir iterasyonda gerek hesapla ve gerekse geometrik ¢izim ile rahathkla dogrutanmaktadur.
Ancak bilgisayar marifeti ile 30-40 kademeli bir iterasyonda elde edilen yoriingeler baglangi¢ noktast
ne olursa olsun kaotik olmak bir yana sabit noktaya gitmektedir. Bu paradoksal durumun nedenleri X
ekseni lizerindeki izdisiime karsi gelen Bernoulli kaydirmast donistimii incelenerek agiklanmustir,
Kuvvetli bir karistirma 6zelligine sahip olan Arnold’ un kedisi donisimiinde de benzer durumlar
vardwr. Dijitallestirilmis bir resmin iterasyon unda 30. ila 40. kademeye kadar kaotik karakter
bozulmadigt halde piksel sayisina bagh olarak belirli bir iterasyon kademesinde resmin orijinal haline
geri dondigu bilinmektedir. Bu ¢aligmada bazi kosullarda resmin 180 derece donerek tepetakla
oldugu gosterilmis ve donis sartlari etiit edilmigtir. Ayrica Ters-Yiiz Kedi dontigiimii adim verdigimiz
alternatif bir dénlisiim incelenmistir,

Deterministlik kaosun tipik bir 6rnegi olan Bernoulli kaydirmasi’'min genellestirilmesi ile yaratilan
zaman dizileri, algoritmik rasgelelik tanimina tam ters diigmesine karsin, tiniform olasilik dagihmli
rasgele sayi Ureticisi olarak kullamlmasi diger paradoksal bir sayihr.

Anahtar Kelimeler: Hamurcu dontistimii, Arnold’un kedisi, Bernoulli kaydirmasi, Kaosta geri gelme

ABSTRACT:

Bakers’ map is one of the stretch, cut and fold procedure examples which represent a typical chaotic
model with strange attractor. The Chaotic behavior associated with exponential divergence of nearby
trajectories can clearly be confirmed up to about 8§ -10 steps of iteration .On the other end computer
application exceeding 30-40 iterations exhibits completely different character that is no matter where
you start you and up with a stable fixed point which acts as a point attractor. This paradoxical
behavior is explained by studying X component of the map viz. Bernoulli shift.

In this respect Arnolds’ cat map is another example which deserves attention. In contrast to its
strong mixing character, in digitalized form a picture after mixing thoroughly for the first 30th to 40th
step it reapers in the original form and complete recurrence is observed. It is shown that depending on
pixel numbers used , the picture may topple in half period. An alternative cat map which we coined
the name reversed cat map is also studied.

It is interesting to see that a generalized form of the Bernoulli shift map can be used to obtain random
time series which may be instrumental for Random number generators having uniform probability
distribution.

Key words: Bakers’ transformation, Arnolds’ cat map, Bernoulli shift, Recurrence in chaos
1.Giris:

Deterministik Kaos’un tam ve genel bir taniminm yapilmasinin giigliigiine isaret edilmis
olmasia ragmen (Ref.1) kaotik dinamigin ana karakterleri belirlidir. Bunlardan birincisi
olaymm yalanct rasgele goriinti sergilemesi, digeri de ilk sartlara asit baghhiktir. Smirlt
sistemlerde ikinci karakter matematiksel ifadesini Liyapunof eksponentinde bulur. Enrtopi ile
disipatif sistemlerde ¢ekicinin fraktal boyutu da kaos’un 6lciitleri arasinda sayilabilir.

Strekli dinamik sistemlerde kaosun varhigi i¢in faz uzaymin en az ti¢ boyutlu olmasi
gerektigi halde tteratif sistemlerde bu say1 tersinir olmayan hallerde bir eksilir ve tek boyutlu

iteratif kaotik dinamikler yaratilmasma imkan verir. Bu bildiride iki boyutlu ve tek
boyutlu bazi iteratif kaotik drneklerde rastlanan paradoksal durumlar ele almmaktadir.
Bunlarin hepsinde uzat kes katla ya da kes yapistir algoritmas1 mevcuttur.

Ystanbul Teknik Universitesi, Makine Fakiiltesi

13



Cahit Ozgir, Atilla Kiligarslan, Ulas G. Yiiksel

2.Hamurcu Transformasyonu

Sekilde goriildigi gibi kenarlar: birim uzunlukta kare seklinde bir hamur levhasmin
hamurcunun hareketine benzer sekilde iki kat uzatilip iki esit pargaya boliinmesi ve ikinci
yarinin karemin {ist yarisina tasmmasi ile iterasyonun birinci kademesi tamamlanmaktadir.
Uzatma ameliyesinde “a >2 “ oraninda bir buiziilme olmaktadir.

A 4
. <= 1/a
f A
1/2 |
I ~= <]
0 0
A
\4
0 2
Sekil 1

Burada her iterasyon serit sayis1 2 ile ¢arpildigi icin “k” kademe icin i¢in 2° sayida serit
olusur. Bu seritlerin Y ekseni {izerideki izdiisiimlerinin limiti de Uniform Cantor kiimesi ismi
verilen bir fraktal’i tanimlar. Bagka bir deyisle bu sistem garip atraktore sahip disipatif
kaotik bir sistemdir (Sekil 2 ). a=2 hali icin ilerde gérece@imiz gibi sistem konservatiftir ve
atraktor mevcut degildir.

Uniform Cantor
| : kiimesi
!

I
(1) bt o oo

Sekil 2
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Transformasyonun denklemi,

XN +1 2X,\/
0< X <1/2 ic¢in = 0 (la)
Vi Yyla
Xy 2X,—1
~1§ X <1 cin F T e (1b)
2 Y. 1/2+Y,/a
Lyapunof exponentleri:
X  dogrultusunda oy = Log2> 0 ... .. (2a)
Y dogrultusunda o; =-Loga<0 ... ... . (2b)

Toplam F kiimesinin fraktal boyutu ise

n Log 2

Dimy F; = 1
Loga

seklinde ifade edilebilir.

Acik bir sekilde kaotik olan bu iteratif sistemin belirli keyfi bir baslangic

noktasindan gegen yériingesinin ilk 8 kademesi sekilde gosterilmistir. Burada Kaotik

karakter g6zlenmektedir; ancak iterasyona devam edildigi takdirde y6riingenin sabit

X=0,Y= 0 noktasina odaklandig1 gézlenmektedir.

Dort degisik baslama noktast i¢in 35.
1 kademede yériingelerin vardigi noktalar
ornek olarak asagida verilmistir.

— 5 XO:O,23 —> X35:O
t ) YO = 0,25 —p Y35 = 0,0004
% Xo = 045 —> X35 =0
Yo=0,80 —¥» Y;35=0,000004
O\ & Xo=020 —» X35=0
y Yo=0,25 —» Y35=0,0003
= \% Xo=0,83 — 3 Xi5=0
0 Y() = 0,54 —P Y35 = 0,000003
1
Sekil 3

Goriildiigi gibi tiim yorlingelerin sabit noktada sonlandif1 teyit edilmektedir. Aslinda
kaotik ortamda X=0, Y=0 noktasinn itici bir sabit nokta olmas1 beklenirken bu uygulamada
bu noktanin c¢ekici sabit nokta gibi hareket ettigi gorilmektedir. Bagka bir sozle ileri
kademelerde kaos “tan bahsetmek olasi degildir. Bu paradoksal durumun nedenini arastirmak
icin transformasyonun X ekseni tizerideki islevini incelemek yeterli olacaktir.
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3.Bernoulli kaydirmasi

(1) denklemlerinin X ekseni tlizerindeki bileseni, ya da baska bir sozle yoéringenin X
koordinatimin iteratit degisim fonksiyonu Bernoulli kaydirmasi 1smi verilen,

Xyey =2Xy modl (3)
denklemi ile dzetlenebilir. .Fonksiyonun agik ifadesi
X< 172 icin Xyoy =2Xy 4)
X=1/2 igcin Xyvy =2 Xy -1
Tek boyutln  f{X) doniisiimii i¢in Lyapunof eksponenti
o =Lim lZLog '%af(X) ore) =2 oldugundan
(e - 0X
o=Log?2 (5)
olarak bulunur.
Yoriingenin geometrik ¢izimi elde etmek
istersek fonksiyonu sekil 4’deki tarzda
1 0.5 cizip istenilen baglangic noktasindan
baslayarak ve 45 derece egimli dogru
kullanarak her adimdaki X degerini tespit
< ederiz.,
TXN“ e . o .
S Sekilden goriildugii gibi bu da kaotik
gidisi dogrulamakta , sonlu adimlar icin
) higbir X degeri tekrar etmemektedir.
v Buna karsilik “0” ve “1” tekil noktalari
s ayrik tutulmak, kosulu ile hangi X
noktasmdan baslarsak baglayalim
yd : bilgisayar ile yaptigimiz iterasyonlar bizi
// +— daima sabit X=0 noktasina gotiirmektedir.
—» Bu  paradoksal durum  hamurcu
0 0.5 Xn transformasyonundaki gézlemimizi dogru-
lamaktadir.
Sekil 4

Bernoulli kaydirmasinmn niimerik anlami:
(0,1) entervalinde bir X noktas: 2 tabanina gore

Simdi  bunun nedenint bulmak i¢in
Bemnoulli  kaydirmasini daha yakindan
inceleyelim

X=0aaaa .. = Z(E) a, (a,€0,1) : (6
i=l

seklinde yazihir. Kaydirma islemi de buna gore asagida goriildigt gibi Xy den Xy © €
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gecerken virgiiliin saga kaydirmasi ve tam saymin atilmasi ile gerceklestirilir.

Xy =0 aaasaqas..
Xy =0 a-azagas. ..

Burada dinamik sistemin ilk sartlara asiri baghligi soyle gortilebilir. Birbirinden virgiilden
sonra ancak 10. hanede fark eden birbirnine yakin iki baslangic noktasimi ele alirsak.

X, = 0 aja,a;a4as.... apa; a;. ...
; ] /
X(]): 0,aiaa;a,as.... (ap) (a)'(ap) . ..

Her iterasyonda kaydirma ile ortak bit lerin sayis1 kii¢iildiigiinden bu noktalar arasindaki fark
artiyor ve 9. iterasyonda iki nokta arasinda hi¢cbir benzerlik kalmiyor.

Xg = 0, QoA dg; ...
Xy =10, (a/o)l (a”)l(a,_; )] -----

Buradan su sonug ¢ikar ki eger baslangi¢ noktas: irrasyonel bir say1 ise sayiy1 temsil eden
“a*“ lar dizisinde hi¢bir periyodiklik olmadigindan y6riinge tamamen kaotiktir.

Buna karsilik rasyonel sayidan baslayan yoriingeler ise periyodik olmak zorundadir. Ciinkii
bu sayilarin 2 tabanina gore acilimlarinda ya periyodik tekrarlar ile sonsuza gidilir ya da say1
sonlu sayida hane icerir. Ornegin 1/5 ile baslayan yériingenin periyodu 4 olur.

12431 Periyot 4

55 5 5 5
1/5 in 2 tabamma gore agilimin verdigi periyodik dizi su sekildedir:
0,1110 1110 11101110111 ...

Eger, virgiilden sonraki hanelerin sayisi sonlu ise kaydirma isleminde bu kademeden sonra
daima sifir elde edileceginden periyodu 1 olan noktaya gelinmis olur.

Sonug: Rasyonel sayilardan baslayan yoriingeler kaotik degil periyodiktir. Kaotik yériinge
ancak irrasyonel bir baglangi¢ sayisindan elde edilebilir.

Burada yine paradoksal bir goriintii ile karsilasmaktayiz. ( 0,1) entervali arasinda sonsuz
sayida olan rasyonel say1 kaos vermedigi ve ancak bunlarm disindaki noktalardan kaosa
gidilebildigi halde bu transformasyonun kaotik oldugu nasil ileri siirtilebiliyor?

Bunun nedeni s6yle agiklanabilir. Cantor savina gore rasyonel sayilar sayilabilir sonsuz olup
bunlarm miktar1 Alef, ile temsil edilir. Irrasyonel sayilar ise sayilamaz sonsuz oldugundan
Alef, ile temsil edilir.Alef;, - a gore sonsuz buyuktiir.(0,1) entervalinde herhangi rasgele bir
reel say1 seciminde rasyonel sayiya rastlama olasiligr “ sifir” buna karsi irrasyonel sayilara
rastlama olasihigi ise “ 17, dir.( Ref. 2)

Diger bir paradoksal Durum

Bernoulli kaydirmasinda bilgisayar uygulamasiyla yoriingeleri izlesek asagidaki iki 6rnekte
gorildigii gibi periyodik olmasi beklenen tiim yoriingeler daima sifira gitmektedir.
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N X X

0 0.2 0,3333333
1 0.4 0,6666667
2 0.8 0,3333334
3 0.6 0,6666667
4 0.2 0,3333335
5 0.4000001 0,666667
6 0.8000002 0,333334
7 0.6000004 0,6666679
8 0.2000008 0,3333359
9 0.4000015 0,6666718
10 0.8000031 0,3333435
11 0.6000061 0,666687
12 0.2000122 0,333374
13 0,4000244 0,666748
14 0.8000488 0,3334961
15 0.6000977 0,6669922
16 0.2001953 0,3339844
17 0.4003906 0,6679688
18 0.8007813 0,3359375
19 0.6015625 0,671875
20 0.203125 0,34375
21 0.40625 0,6875

22 0.8125 0,375

23 0.625 0,75

24 0.25 0,5

25 0.5 0

26 0 0

27 0 0

Bu olusumun nedenine gelince, bilgisayar kapasitesinin simirht olmasi yiiziinden 2 tabanima
cevrilen saymm hane sayisi sinirlt sayida “bit” ten ibarettir. Virgiiliin kaydirilmasi suretiyle
anlamh “ bit” ler bittikten sonra iterasyonda daima sifir elde edilecektir. Bagka bir degisle
bilgisayar irrasyonel sayilari taniyamama 6zellifine ek olarak tekrar eden sonsuz diziye
sahip bir sayty1 da yuvarlatip sonlu haneli olarak islem yapmaktadir.

Hamurcu transformasyonuna geri dénersek X=0 a eristikten sonra yalnizca (1a) bagintist
gecerli olur ve Y degeri her defasinda 1/a oranminda kiictilerek sifira gider. Bu suretle
paradoksal goriintli agikliga kavusur.

4. Bernoulli kaydirmasinda tam sayilar ile islem (ayrik , dijital sistem)

(0,1) entervali yerine 6rnegin 10 pikselli bir dizi ele alinsa

{_l ‘2 13 |4 IS |6 [7 18 l9 IIOI S=10

kaydirma fonksiyonunun tanim genelde

2X<=9 l.QI.I’I )(N+/ = 2X\/
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Hamurcu ve Arnold’un Kedisi Transformasyonlarmda Karsitasitan Paradoksal Bulgularin incelenmesi

Xy =Xy (7)
2X> 8 ig’in XI\/+] = 2)(1\/ -S

seklinde yapilabilir. Burada sistem aynk olarak ele alindigindan yani siirekli olarak tam
sayilar ile islem yapildigindan bilgisayarin kapasite ve yuvarlatma kisitlamasi ortadan
kalkar.

Herhangi bir baslangic noktasindan baslayan yériinge S piksel sayismin sonlu olmasi
nedeniyle sonunda daha once gectigi noktalardan birine dénmek zorunlulugunda oldugundan
bu noktadan sonra periyodik bir dizi olusturacaktir. S sayisma bagh olarak en biiyiik
periyodu bulmak istersek sonuncu pikselin sabit nokta olusu nedeni ile kullanilamayacag:
diistiniilerek

PmnkSZS_[ .................... (8)

basit bagintis1 bulunur. Burada ilging olan bir saptama sudur : her S piksel sayisi i¢in tiim
noktalarin geri déndigii bir periot mevcuttur.

600

S = tek
500 \

A
o0 Pmaks =8-1

o 300

200

100

Sekil 5

Baslama noktalarina gére degisik periyotta yoriingeler olabilir ancak bunlar fondamantal
periyot diyebilecegimiz ana periyodun tam say1 bélenleri yani harmoniklerdir.

:

Pmaks :(S/Z)—l

0 100 200 300 400 500

s Sekil 6
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450 - Egim - 1/1
400 Pmaks +1=8
350
300 < :
250 ..
‘ Egim : 1/2
200 I
]50 'l | L l -
100 a” |I I ‘
50 e St
0 “
0 100 200 300 400 500
8
Sekil 7

Fondamatal periyot S piksel sayisinin karmasik bir fonksiyonu olmakla birlikte Sekil 5-7
de verilen diyagrama paralel olarak asagidaki saptamalar kolaylikla ve sirasi ile
kanitlanabilir:Bu kanitlamalar: yer darligi nedent ile vermiyoruz

e . P(ist limit) = S-7 P<S -1
e P(S)=P2S) =P2" S)
e . Ust limit yalnizca tek sayili S lerde gerceklesir

Cift sayih “S” degerleri igin
P(ist mit)=(S/2)-t 9)

bagmtist gecerlidir. Bu yiizden Sekil 7 de ust limitleri simrlayan dogrulardan tek S ' lere
karst gelen dogrunun egimi 1/1 olup cift S ' lere kars: gelen dogrunun efimi ise 1/2 dir.

5. Amold’un kedisi
Bu transformasyon lineer ve sabit alanli , “Hamiltonien *“ kaotik bir modeldir.

Xn+l _ l 1 X” ( d 1) .
Yn+l - 1 2 Yn mo e e e e ( )

bagimntisi ile behirli olan Kedi transformasyonu Sekil 6 da gériildigi gibi yine uzat kes katla
islemini icermektedir, Lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinden

123—{-\/’5 ﬂ:%ﬁ

+ P —

ALA =1 (11)

seklinde 2 pozitif 6zdeger bulunur. Ozdeger vektorleri ise karsilikli olarak
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y 1+\E

Yy 1—\5_ 1

—=——=¢=1.618 altinoran, = —— =—0.618  seklindedir.
X 2 X 2 ¢
Y .
3
2
FA ,
lkinci iterasyon
1 1
QA
k >
0 Y
Sekil 8
3+4/5
Pozitif Lyapunof eksponenti o0 =Log [ 2\[—] (12)

N. iterasyon kademesinde fonksiyonun karakteristik matrisi “ F,, “ Fibonacci serisinin” n.”
“elemammn géstermek lizere su 1lging baginti ile ifade edilebilir:

" FZn—l FZII
e I (13)
FZn F2n+l

SxS (bu 6rnekte S=498) pikselli bir resmi diisiinelim; baska bir s6zle bir resim taranarak bu
sekilde dijitalize edilmis olsun? S6z konusu Arnold transformasyonunu bu resme iteratif bir
sekilde arka arkaya uygulayalim. Sekil 9 da gorildigi gibi ilk kademelerden itibaren
kuvvetli bir karisim olugmakta ve resim kimligini tamamen kaybetmektedir. Ancak tiim
noktalarmin belirli bir kademede tekrar aym yere geldigini ve resmin yeniden eski sekli ile
belirdigini goriiyoruz. Bagka bir sézle Bernoulli kaydirmasinda oldugu gibi tim yériingelerin
ortak bir periyodu vardir. Buna fondamantal periyot diyelim.
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